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Introducció
A la realització de les pràctiques del Màster de Professorat vaig tenir ocasió d'organitzar la docència
de  la  Unitat  Didàctica  de  Probabilitat.  L'IES  Badalona  VII  contempla  a  la  seva  programació  la
consideració  de  separar  el  bloc  de  continguts  '5.  Estadística  i  Probabilitat'  en  aquestes  dues
branques. Concretament vaig haver de centrar la meva actuació al nivell de 4t d'ESO i es van intentar
treballar conceptes com:
– Reconeixement de l'aleatorietat
– Coneixement del vocabulari de la probabilitat: Esdeveniments, classificació i operacions.
– Resolució de problemes que requereixen probabilitat d'experiments compostos amb i sense
condicionament de la probabilitat.
Algunes  de  les  activitats  realitzades  s'han  ubicat  a  les  activitats  d'aula  recollides  a  l'apartat  de
'Resultats' del present treball: veure 'Reconèixer l'aleatorietat' (a 1r d'ESO) I 'Cal estudiar-ho tot per
aprovar?' (a 4t d'EsO). 
Durant  les  sessions  que  vaig  realitzar  vaig  observar  que  els  alumnes  reben  bé  aquesta  unitat
didàctica i els seus continguts. La programació didàctica del meu centre de pràctiques contempla una
alternança entre els blocs de continguts de manera que els estudiants tenen constantment inputs de
diversos punts de vista: Geometria, Càlcul... Però la realitat d'alguns centres que he observat és que
la Probabilitat es troba al final de les programacions i és una qüestió de temps i recursos que els
estudiants puguin aprendre els conceptes d'atzar i aleatorietat. És comú que, per tenir massa poques
hores de docència a Matemàtiques, calgui escollir entre ensenyar 'Estadística i tractament de dades'
o 'Probabilitat i Atzar'.
Al següent anàlisi DAFO exposo virtuts i defectes que trobo a la Unitat Didàctica 'Probabilitat i Atzar' i
que em serviran per realitzar la programació de la UD al llarg de la Secundària amb un lligam comú:
I
N
T
Punts dèbils Punts forts
1.  Sovint,  l'UD  de  probabilitat  esdevé  un
comodí, situada al final  de les programacions
(curs/trimestre), a condició de tenir prou temps
per fer-la. 
2.  Repetició  de  problemes  tipus  i  contextos
relacionats exclusivament amb els jocs d'atzar.
1.  La  UD  conté  pocs  continguts  teòrics,
assequibles  i  intuitius  que  poden  funcionar  a
molts contextos.
2.  Normalment,  és  la  UD  que  més  fàcilment
permet trencar el ritme normal de l'aula i permet
dinamitzar-la amb jocs i proves. 
E
X
T
Amenaces Oportunitats
1.  Progressiva  desaparició  en  favor  de  la
Estadística  i  l'estudi  de  dades,  amb  qui
comparteix  bloc  de  continguts  i  punts  de
contacte. 
2.  Rebuig  per  part  de  l'alumne  acomodat  al
ritme  de  classe  d'unitats  més  teòriques  com
'Numeració i càlcul' o 'Canvi i Relació'. 
1.  La  probabilitat  permet  moltes  connexions
dins i fora les matemàtiques.
2.  Permet introduir  el  tractament de l'atzar,  el
caos,  la  complexitat,  la  topologia...  Que  no
tenen  un  espai  delimitat  al  currículum  però
esdevenen coneixements pràctics molt útils.
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Definició i context del problema
Com ja he comentat, el problema que plantejo és qüestionar-me l'ubicació i estructura de la Unitat
Didàctica 'Probabilitat i Atzar' per tal d'optimitzar el rendiment de la seva docència. Establirem 3 punts
principals a treballar i resoldre:
1. Situació de la Unitat Didàctica al final de les programacions de trimestre/curs.
Existeix la tendència a insistir i dedicar molt més temps als blocs 'Numeració i càlcul', o en
segon lloc  a 'Espai  i  Forma'.  Sobre moltes aules  es projecta  allò  que la  societat  espera
aprendre de les Matemàtiques. Una enquesta popular contestarà: 'Càlcul'. Alguns temes de la
probabilitat i de l'atzar queden arraconats, i és possible que el fet que siguin vistos més com
'un divertiment' o 'una juguesca' i tractin experiències no deterministes facin pensar a alguns
docents que poden esperar al final i 'Si no ho veuen del tot, no passarà res'. 
És  també  cert,  que  no  tots  els  blocs  de  continguts  en  Matemàtiques  tenen  la  mateixa
continuitat en estudis posteriors. 'Estadística i Probabilitat' només s'amplien lleugerament als
Batxillerats humanístics. També recau aquesta pressió sobre la secundària, que de vegades
oblida que ha de treballar competències bàsiques i no només universitaris. 
2. Repetició de problemes i contextos. 
Dissortadament, o no, sol passar que quan els alumnes veuen que el professor porta daus,
cartes o fitxes a l'aula ja saben que treballaran sobre temes d'atzar.  Dic 'dissortadament'
perquè  els  materials  manipulables  i  els  experiments  haurien  de  ser  cada  cop  més  una
constant a l'aula de matemàtiques i no una cosa puntual. I també dissort perquè es relaciona
daus i atzar unívocament. Altrament, qualsevol font d'interés per part dels alumnes és més
que benvinguda. Els alumnes aprenen a 1r d'ESO que 'allò dels daus i les monedes' es ressol
amb probabilitat, però, hi ha molts més àmbits d'aplicació.
Està molt bé fer servir els jocs d'atzar per visualitzar conceptes clau. A més, els jocs d'atzar
són el gèrmen i leit motiv de moltes de les teories realitzades al respecte, de manera que és
important  no  perdre  aquesta  connexió.  Però,  caldria  proposar  problemes,  activitats  i
investigacions d'aplicació al món real fora de l'àmbit de la 'juguesca'.
He contrastat aquesta idea revisant els llibres de text de Matemàtiques a l'ESO del Grup
Promotor/Santillana. Entre els seus autors,  en comú als diversos llibres i  crèdits  de cada
nivell: Pilar GARCÍA, José GIL, del Departament de Matemàtiques de l'editorial. El treball de
la probabilitat tracta sempre experiències als jocs d'atzar o problemes senzills sense context. 
3. Desenvolupar i treballar les CONNEXIONS.
El currículum de Matemàtiques de la ESO  [1],  contingut al  Decret 237/2007 contempla 5
blocs de continguts matemàtics i 5 processos per treballar-los. Aquests punts són homòlegs
als proposats als   Principles and Standards for School Mathematics del  National Council of
Teachers of Mathematics [3]. Tots 2 documents s'han revisat per la realització d'aquest treball.
blocs continguts procediments
1. Numeració i càlcul Resolució de problemes
2. Espai i Forma Raonament i Prova
3. Canvi i Relació Comunicació
4. Mesura Representació
5. Estadítica i Probabilitat CONNEXIONS
A continuació argumentaré perquè penso que les Connexions de la UD d'Estadística i Probabilitat i,
per extensió, de les Matemàtiques, han d'optimitzar la seva docència. 
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Descripció de la Solució
Llegides les intencions del currículum, defenso que el treball de les Connexions de la Unitat Didàctica
de Probabilitat i Atzar és una bona solució per millorar la seva docència i aprenentatge i enriqueix molt
més que únicament aquesta UD. 
1. La connexió amb altres blocs i àrees de coneixement permetrà aglutinar hores i tenir temps
extra per l'aprenentatge matemàtic. És molt difícil coordinar dins l'assignatura i encara més
amb altres, però si després d'això aconseguim lligar-nos amb una hora de música o una de
ciències, ja haurem aconseguit descomprimir una mica la càrrega de la nostra programació.
2. En la propia definició de connexió ja sortim dels contextos típics de l'atzar. 
QUÈ CONNECTEM?
Els consells que trobem als Principles and Standards for School Mathematics [3] proposen:
1. Reconèixer i fer servir les connexions a través de les diferents idees matemàtiques.
Lligar els diversos blocs de matemàtiques permetrà treballar diverses unitats simultàniament, 
optimitzar les sessions i evitar repeticions.
2. Comprendre de quina manera les idees matemàtiques s'interconnecten i construeixen
entre totes un tot coherent. Les activitats que impliquen coneixements de diversos blocs
són més enriquidores i permeten abordar els problemes de la vida real amb diverses eines. 
3. Reconèixer  i  aplicar  Matemàtiques  a  contextos  externs  a  les  Matemàtiques.
L'epistemologia de les matemàtiques les hi dóna sentit i provoca interés entre els alumnes.
Cal ensenyar matemàtiques i més que matemàtiques, aplicació al món real.
COM FEM LES CONNEXIONS?
He establert 3 processos per plantejar les connexions: 
1. Revisió dels continguts de 'Probabilitat i Atzar' a la Secundària. 
Per  això  he  revisat  els  programes  de:  a.Currículum de  Matemàtiques  de  la  ESO  [1];  b.
Principles and Standards for School Mathematics [3] ; c. Llibres de text de Matemàtiques a la
Secundària  (Editorial  Grup  Promotor/Santillana)  [4].  Com  a  resultat  d'aquest  estudi  he
generat la 'Taula 1.- Resum dels continguts de Probabilitat i Atzar a la ESO', que podem veure
a la següent pàgina.
2. Identificació de conceptes clau a l'ensenyament de les Matemàtiques a l'ESO als altres
blocs de continguts matemàtics.
Novament,  el  currículum  de  Matemàtiques  de  l'ESO  i  les  taules  resum  de  la  Iolanda
GUEVARA i  la  Pilar  FIGUERES  [2]  (disponibles  a  la  web  del  Creamat),  han  estat  el
document  del  que  he  extret  aquesta  informació,  que  podreu  veure  a  la
'Taula 2.- Resum de continguts clau de Matemàtiques a la ESO', dues pàgines més endavant.
3. Plantejament de les connexions. 
Un cop revisats els continguts matemàtics que té la Unitat Didàctica de Probabilitat i Atzar i la
resta de blocs de Matemàtiques, proposo connexions possibles entre els diversos blocs i
entre les Matemàtiques i altres assignatures, bàsicament Música, Educació Visual i Plàstica,
Tecnologia, Ciències Naturals i Ciències Socials. 
Trobareu les connexions proposades a la darrera fila de la Taula2, de manera que podreu
llegir a cada columna els continguts dels altres blocs ubicats al mateix nivell. 
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Taula 1.- Resum dels continguts de Probabilitat i Atzar a la ESO
NOTA: Desenvolupo més els continguts , processos i metodologia a la Unitat Didàctica de cada nivell.
Nivell Continguts 
1r – Identificació de successos probables o no probables, i discussió del seu grau
de  probabilitat  utilitzant  expressions  com  segur,  igualment  probable  i
improbable.
– Predicció  de la probabilitat de resultats d’experiments senzills i comprovació
de les prediccions a través de la prova experimental reiterada.
– Identificació de la probabilitat d’un succés amb un nombre comprés entre 0 i 1.
– Utilització de les TIC com a suport per realitzar càlculs i simulacions.
2n – Utilització  de  la  proporcionalitat  per  assignar  probabilitats  a  resultats
d’experiments aleatoris o simulacions i sotmetre a prova les prediccions.
– Utilització  del  vocabulari  adequat  per  a  descriure  i  quantificar  situacions
relacionades amb l’atzar.
– Introducció als jocs d’atzar en diferents cultures al llarg de la història.
– Utilització de les TIC com a suport per realitzar càlculs i simulacions.
3r – Interpretació dels experiments aleatòries. Successos i espai mostral.
– Utilització  del  vocabulari  adequat  per  a  descriure  i  quantificar  situacions
relacionades amb l’atzar.
– Laplace i  la teoria de probabilitats
– Càlcul  de probabilitats  de  successos  compostos  senzills  utilitzant  taules  de
contingència i diagrames d’arbre.
– Utilització de les TIC com a suport per realitzar càlculs i simulacions.
4t – Interpretació de la probabilitat condicionada i dels successos independents.
– Utilització  del  vocabulari  adequat  per  a  descriure  i  quantificar  situacions
relacionades amb l’atzar.
– Càlcul  de  probabilitats  de  successos  compostos  utilitzant  taules  de
contingència i diagrames d’arbre.
– Utilització de les TIC com a suport per realitzar càlculs i simulacions.
Identifico 3 moments d'aprenentatge bàsics en aquesta taula, en proposo un quart:
– Moment 1 Noció intuitiva d'atzar. Podem fer prediccions? Primeres experiències d'atzar.
– Moment 2 Relació de la freqüència relativa i la proporcionalitat amb la probabilitat. 
Experiments Senzills.
– Moment 3: Formalització de la Llei de Laplace. 
Experiments compostos amb i sense condicionament de la probabilitat.
– Moment 4: Simulació de l'atzar. 
Concepte de caos, els fenòmens naturals. 
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Taula 2.- Resum  continguts  Matemàtiques  1r ESO 2n ESO 3r ESO 4t ESO
B1. Numeració i Càlcul • Utilització de nombres enters (+ i -)
• Fracció = Decimal = Percentatge
• Factorització, múltiples i divisors
• Raons i proporcionalitat  (directa /inversa)
• Fracció = Decimal = Percentatge
• Nombres racionals
• Grans i petits nombres. Notació.
• Potències d'exponent enter.
• Nombres racionals i irracionals.
• Potències d'exponent fraccionari
B2. Canvi i Relació • Reconeixement de patrons a enunciats,
taules i gràfiques i ús d'aquests mitjans per
expressar l'anàlisi del canvi.
• Introducció a la comprensió conceptual
dels usos de les variables.
• Formes de representar una relació
• Identificació de funcions lineals o no
lineals i propietats d'aquestes
• Relacions proporcionalitat directa /inversa.
• Àlgebra simbòlica en resolució problemes.
• Resolució d'equacions lineals.
• Anàlisi funcional d'1 variable: funció
lineal, afí i de proporcionalitat inversa.
• Resolució de problemes amb àlgebra
simbòlica.
• Resolució d'equacions de 1r i 2n grau
• Resolució sistemes d'equacions lineals.
• Anàlisi funcional 1 variable: funció
quadràtica i exponencial.
• Tipus de relacions funcionals.
• Identificació de taxes de canvi. 
• Inequacions
B3. Espai i Forma
• Figures geomètriques 2D-3D 
• Relació entre angles, longituts i àrees de
figures semblants en 2D.
• Descripció de grandària, posició i
orientació d'objectes.
• Simetria
• Representació plana d'objectes.
• Figures geomètriques 2D-3D.
• Relació entre perímetre, àrea i volum de
figures semblants de 3 dimensions.
• Congruència, Semblança i relacions
pitagòriques.
• Representació dins un sisitema de
coordenades.
• Construcció, composició i descomposició
d'objectes complexos de 2 i 3 dimensions. 
• Proporcionalitat geomètrica i semblança.
Concepte d'escala.
• Ús de coordenades cartesianes.
• Reflexions, Girs i Translacions.
• Problemes geomètrics amb trigonometria
• Relacions trigonomètriques.
B4. Mesura • Ús de les diferents unitats de mesura i
equivalències entre elles.
• Mesures directes (perímetre, àrea)
• Instruments de mesura.
• Estimació de mesures d'objectes.
• Aproximacions del nombre π.
• Relació entre longituts i àrees i àrees i
volums de figures.
• El metre com a mesura.
• Factors de conversió d'unitats de mesura
• Decisió d'unitats i escales apropiades a la
resolució de problemes.
• Mesures indirectes a través de la
proporcionalitat geomètrica i la semblança
• Ús de la trigonometria i la semblança per
obtenir mesures indirectes.
• Anàlisi de la precisió, l'exactitud i l'error
aproximat en situacions de mesura.
B5. Estadística 
( Probabilitat a la Taula 1)
• Disseny d'investigacions i recollida de
dades amb observacions, enquestes i
experiments.
• Representació de dades: taules,
diagrames de punts, barres i sectors.
• Dades qualitatives i quantitatives.
• Mediana
• Conclusions i prediccions.
• Disseny d'estudis i recollida de dades.
• Organització de dades en taules.
• Freqüència absoluta i relativa.
• Gràfics de barres, línies i sectors.
• Mitjana, Mediana i Moda. 
• Valor mínim, Valor màxim i Rang.
• Conclusions i Prediccions.
• Selecció de mostres estadístiques.
• Variables discretes i contínues.
• Classes o Intervals: Histogrames i
Polígons de freqüències.
• Mitjana, Moda, Quartils i Mediana.
• Rang i desviació típica.
• Formulació de conjectures.
• Discriminació de qualitat d'un estudi
estadístic.
• Dades quantitatives i qualitatives.
• Dades unidimensionals i bidimensionals.
• Histogrames, diagrames de caixa i núvols
de punts.
• Formulació de conjectures.
CONNEXIONS
PROPOSADES
Matemàtiques B1. Càlcul amb fraccions, percentatges o
nombres decimals entre 0 i 1 quan parlem de
probabilitat.
B3. Geometria: L'angle del sector de la ruleta.
B4. Mesura directa d'angles.
B5. Diagrames de sectors
B3. Geometria:  Cossos  tridimensionals  i
daus,  dibuixar-ne  desenvolupaments  i
construir-los. 
B3. Relació  d'àrees  d'una  figura  plana  per
calcular probabilitats.
B5. Ús de la freqüència relativa per inferir la
probabilitat que passi un esdeveniment.
B1. Llei dels grans nombres, potències i
nombres racionals amb el treball de la
probabilitat i la combinatòria. 
B1. El logaritme a partir dels diagrames
d'arbre.
B5. Estructura de dades i 'informació en
llistes, taules i arbres.
B5. Formulació de conjectures a situacions
d'atzar de la realitat : incendis, fenòmens
naturals i biològics....
Altres assignatures Ciències del Medi : Meteorologia
Tecnologia: Construcció de ruletes
Educació ciutadania: Joc Responsable
Ciències Socials: Estudis de població
Ed. Visual i Plàstica: Disseny i construcció
de sòlids polièdrics.
Tecnologia: Disseny d'enginys per
experimentar amb l'atzar.
Educació Física: Organització de tornejos
de l'institut a través de construir el diagrama
d'arbre dels partits. 
Tecnologia: Disseny d'enginys per
experimentar amb l'atzar.
Música: Joc de daus de Mozart, composició
musical estocàstica.
Tecnologia: Disseny d'enginys per
experimentar amb l'atzar (probabilitat per un
tub, màquina de Galton...)
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Resultats
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a. Disseny de les Unitats Didàctiques de 1r a 4t d'ESO 
b. Disseny de les activitats relacionades a les UD's.
c. Propostes per a investigacions de 4t d'ESO.  
Disseny programació 1r d'ESO 
Nivell: 1r ESO Títol: Probabilitat i Atzar
Durada: 7 sessions – 3 setmanes Àrea: Matemàtiques
Justificació: Iniació a les experiències d'atzar i fenòmens aleatoris. 
Situació: Aquesta és una UD que complementa la UD d'Estadística, conformant entre les dues el
Bloc d'Estadística i Atzar del Currículum de Matemàtiques de la ESO. Pel treball especial de les
connexions amb altres blocs de Matemàtiques i altres assignatures, puntualment alguna activitat-
sessió podria realitzar-se a una sessió compartida amb altres al·lienes a les de probabilitat.
OBJECTIUS DIDÀCTICS CC BB CRITERIS D'AVALUACIÓ
A. Identificar situacions
d'incertesa a l'entorn propi.
Competència en el
coneixement i la
interacció amb el món
físic
1
Entendre que no és possible predir amb
total certesa alguns fenòmens degut a
l'atzar.
B. Saber quina informació de
probabilitat ens dona una
predicció meteorològica.
Competència
Tractament de la
informació i
competència digital
2 Saber fer prediccions a partir d'una
informació probabilística.
C. Reconèixer diferents graus
d'aleatorietat i patrons de
comportament.
Competència
matemàtica
3
Fer servir vocabulari adequat als graus
d'aleatorietat.
4
Diferenciar graus entre improbable i
segur. 
D. Relacionar geometria i
probabilitat amb experiments
aleatoris de ruletes.
Competència
matemàtica
Competència artística
i cultural
5 Relacionar quocients d'àrees amb
probabilitats.
6 Disseny i construcció de ruletesequiprobables i no equiprobables
E. Identificar equiprobabilitat i
jocs 'justos' i comparar
probabilitats a jocs trucats.
Competència
matemàtica
7 Apreciar quan existeix equiprobabilitat.
8 Dissenyar jocs equiprobables.
F. Reflexionar sobre el joc
responsable 
Competència social i
ciutadania 9
Comprendre que els jocs d'atzar són
qüestió de sort, no es poden prediri
l'adicció pot ser perjudicial
CONTINGUTS D'APRENENTATGE
1. Identificació de succesos probables o no probables.
2. Discussió de graus de probabilitat entre 'segur' i 'improbable' i assignar valors entre 0 i 1.
3. Comptatge de freqüències per trobar patrons de repetició.
4. Apropament el càlcul de la probabilitat a través del càlcul d'àrees i la gonometria.
5. Mesura i secció d'angles.
6. Construcció de polígons inscrits en cercles. 
7.  Identificació de casos equiprobables amb polígons regulars (pel cas de ruletes i dianes).
8. Reflexió sobre experiències d'atzar senzilles per determinar la probabilitat amb comptatge.
9. Ús del comptatge per relacionar casos favorables i tots els possibles.
10. Definició d'esdeveniments equiprobables com els que tenen la mateixa probabilitat de passar.
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SEQÜÈNCIA DIDÀCTICA
Pel context de treball amb connexions, poden existir sessions compartides amb altres blocs matemàtics o altres
assignatures. Pel present estudi suposarem l'ús de les sessions de la UD estricta. Totes les activitats estàn en
format dossier i s'entregaran als alumnes a l'inici de la UD, s'hauran de fer responsables de portar-les cada dia i
anar anotant i fent el treball que proposen. Podran adjuntar altres fulls i apunts que puntualment el professor els
faciliti, ja que no tenim llibre de text. Es realitzaran en format taller d'investigació en grups heterogenis de 4 a 6
estudiants mirant de compensar nivells intel·lectuals, necessitats de traducció o incompatibilitats personals.
ACTIVITATS
1. Meteorologia i Probabilitat (Activitat INICIAL - duració: 1 sessió 1h )
OBJECTIU Observar situacions d'atzar a l'entorn proper i entendre prediccions.
CONTINGUT Interpretació  i comunicació de les graduacions de la probabilitat a través  
d'aquestes informacions. Discutir els graus de probabilitat d'un fenòmen. 
2. Reconèixer l'aleatorietat (Activitat INICIAL/DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h) [18]
OBJECTIU Fer una experiència d'atzar i comparar-la amb un models per decidir quines 
distribucions són més probables.
CONTINGUT Comptatge de freqüències per trobar patrons de repetició.
3. Geometria i probabilitat: Ruletes i dianes (Act.DESENVOLUPAMENT – 2-3 sessions 1h) [15]
OBJECTIU Relacionar el càlcul de la probabilitat amb el quocient d'una part i el total de 
l'àrea de figures inscrites en ruletes, que són jocs d'atzar.
CONTINGUT Gonometria i Polígons Regulars relacionats amb el càlcul probabilístic.
4. Equiprobabilitat (Act.DESENVOLUPAMENT/AMPLIACIÓ – duració: 2 sessions 1h)            [15]
OBJECTIU Reflexionar sobre situacions d'atzar trivials per trobar probabilitat i 
equiprobabilitat, valorant si tractem jocs 'justos'.
CONTINGUT Primeres consideracions de la probabilitat com a quocient dels casos 
probables entre tots els casos possibles.
AVALUACIÓ
De l'alumne
 Tinc  en  compte  els  criteris  d'avaluació  indicats  a  l'inici  de  la  Unitat
Didàctica, relacionats amb els objectius. En acabar la UD, l'alumne hauria
de saber fer tota aquella relació d'accions. 15%
 Observació de treball a l'aula. Generar una graella amb els noms de cada
estudiant, anotant diferents ítems: 
1. Participació als debats i reflexions de l'aula.
2. Participació al treball en grup
3. Eficiència dels grups a l'hora de ressoldre les situacions.
15%
 Realització del dossier de treball a classe, correció i comentaris.
 Realització d'una graella que recull pregunta per pregunta l'èxit o el fracàs
de les respostes dels estudiants (procediments i resposta correcta). 30%
 La darrera sessió serà una prova valorant la probabilitat d'esdeveniments
i càlculs a partir d'àrees de figures planes. 40%
De la UD  En funció  del  rendiment   dels  estudiants  i  el  nivell  d'assoliment  dels  objectius
inicials, valorarem la validessa de la UD dissenyada
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Probabilitat i Atzar
1R ESO
Meteorologia i Probabilitat
Aquest divendres, 25 de Juny, el tenim lliure i volem anar a la platja. Entrem a la web del meteocat per
mirar  la  predicció  del  temps.  Ens  trobem  un  mapa  amb  símbols  meteorològics  que  expressen
l'expectativa meteorològica i  un petit  text.  Per conèixer  l'evolució prevista del temps és important
complementar la informació aportada pel mapa de símbols amb el text. Per tal d'entendre-ho millor es
pot consultar el  manual d'estil del text i la  llegenda del mapa.   Estudiem quines expressions fan
servir per expressar el grau de certesa d'un esdeveniment. Subratlleu-les i feu una llista de
major a menor grau: 
Estat del cel
Cel serè o poc ennuvolat en general durant el matí, només amb el pas de bandes de núvols alts i
mitjans. Independentment, fins a mig matí, es formaran alguns núvols baixos al litoral i prelitoral sud,
que s'aniran trencant. A partir del migdia, creixeran nuvolades al Pirineu i Prepirineu que deixaran el
cel entre mig i puntualment molt ennuvolat. A última hora de la jornada, augmentaran els núvols de
tipus alt i mitjà per l'oest del país.
Precipitacions
Són probables  a  partir  de  migdia  al  Pirineu  i  Prepirineu i  a  última hora de  la  jornada  no  se'n
descarten als Ports. Seran d'intensitat entre feble i moderada, i acumularan quantitats entre minses i
poc abundants. Localment, els xàfecs aniran acompanyats de tempesta.
Temperatures
Les temperatures mínimes seran lleugerament més altes, mentre que les màximes seran similars o
lleugerament més altes.
Vent
Serà fluix i de direcció variable fins a primera hora del matí, amb predomini del component nord i
oest. A partir d'aleshores, s'imposarà el vent de component sud fluix amb cops moderats.
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Mirem ara què diu la Web de l'Agència Estatal de Meteorologia sobre la previsió meteorològica.
Observem que ens presenten uns mapes amb taques de colors. Tenim diferents mapes per diferents
llindars de precipitació (intervals de pluja precipitada, mesurada en mil·límetres amb un pluviòmetre).
Clickem sobre un dels plànols. A quines províncies és més possible que plogui ?
Fixeu-vos al text del plànol:  Probabilitat, en tant per cent, que la precipitació total entre les 7AM i
7PM hores UTC (Universal Time Coordination), sigui superior o igual a 0,5mm (el llindar escollit). 
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 Feu l’experiment per grups de 3-4 persones. Us esperàveu el
resultat que heu obtingut? Compareu la vostra graella amb
la dels altres grups. 
Conveniu amb el vostre professor quins paràmetres són els
millors per valorar quina distribució és més al·leatòria i feu
una taula amb els resultats. Exemple: Nombres que no han
sortit, Nombres amb 1 repetició, amb 2 repeticions...
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Geometria i probabilitat (1) : Ruletes i dianes
Les ruletes són un dels jocs d'atzar més populars. De vegades la forma de la ruleta ens fan guanyar o
perdre més. Anem ara a construir i  experimentar amb ruletes. Els resultats  us poden sorprendre.
Necessitem una capsa de formatges o un cartró rígid, tisores, transportador, regle i llapis.
1. Dibuixa un cercle de 4 cm de radi o bé aprofita la capsa de formatgets.
2. Dibuixa cinc angles con els de la figura (són iguals en el centre i, per tant, mesuren
72º). Fes el pentàgon com en el dibuix primer. (Millor si és una mica gruixut).
3. Numera el pentàgon i retalla'l. Col·loca un llapis (o una xinxeta) al mig i fer servir
l'instrument com a ruleta.
4. Fes girar la ruleta 50 cops. Fes-la girar sempre en el mateix sentit (cap a la dreta o bé
cap a l'esquerra). Pren nota del que surt cada vegada.
5. Si repetissis l'experiment tirant i girant cap a l'altre sentit 50 vegades més, que
passaria?
6. Construeix ara la segona ruleta partint del mateix cercle de 4 cm de radi. Els angles, els
tens indicats a la figura.
7. Fes les mateixes operacions. Fes-la girar 50 cops cap a la dreta i 50 cops cap a
l'esquerra, i pren nota del que surt.
8. Compara els resultats amb els de l'altra ruleta.
9. Quines diferències hi ha? A què creus que es deuen? 
Recorda : Les ruletes de formes simètriques són les més equiprobables. Quins polígons podem fer
servir per generar ruletes 'justes'?
Feu una predicció dels triangles que sortiran més en les ruletes A, B, C i D. Fes una estimació
del càlcul del nombre de vegades que sortirà cada triangle en girar 600 vegades les ruletes:
Més coses
1. Investigueu amb altres ruletes que fabriqueu.
2. Varien  molt  les  possibilitats  que  surti  un  nombre  determinat  segons l'amplitud  del
triangle corresponent? 
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Imagineu que voleu jugar al número 4. Ordeneu, per ordre de preferència, amb quines de les
ruletes següents jugaríeu. Després penseu què triaríeu amb el cas de jugar a l'1, el 2 o el 3.
Indiqueu una manera per calcular la probabilitat de treure un número a una ruleta com les que
tenim a continuació: 
Teniu un arc i ens ofereixen diverses dianes possibles. Suposseu que sempre claveu la sageta a la
diana. Quins resultats tenen la mateixa probabilitat de ser encertats? 
Per què creieu que les dianes són rodones?
Com dividiríeu un cercle en 5 parts equiprobables? I un quadrat?
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Equiprobabilitat
Quan es fa una experiència on intervé l'atzar (joc de cartes, tirada de daus, loteria, bingo...)  molt
sovint  apareixen  resultats  que  tenen  la  mateixa  probabilitat  de  sortir  i  per  això  són  anomenats
equiprobables.
Aquí teniu un llistat amb deu situacions on es citen determinats esdeveniments. Digueu en
cada cas els resultats equiprobables.
 Situació Resultats equiprobables
1 Tirar un dau  
2 Tirar una moneda  
3 Triar una carta espanyola  
4 Triar una carta de pòquer  
5 Tirar dues monedes alhora  
6 Jugar a parells i senars  
7 Apostar a la ruleta  
8 Obrir un llibre a l'atzar  
9 Tirar una sageta contra una diana  
10 Apostar que demà plourà  
El segur té probabilitat 1. Si hi ha dos resultats alternatius la probabilitat de cadascun serà 1/2, si n'hi
ha tres serà 1/3... En els 10 casos anteriors calculeu les següents probabilitats:
 Resultats Probabilitat
1 Surt un 6  
2 Surt cara  
3 Surt el rei d'oros  
4 Surt un as de diamants  
5 Surten dues cares  
6 Surt parell  
7 Surt negre  
8 Surt la pàgina 10  
9 S'encerta el centre  
10 Es posa a ploure  
Recordeu
Els esdeveniments equiprobables són els que tenen la mateixa probabilitat de donar-se. Si en una
experiència aleatòria tots els n esdeveniments són equiprobables la seva probabilitat és 1/n 
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Disseny programació 2nd'ESO 
Nivell: 2n ESO Títol: Probabilitat i Atzar
Durada: 7 sessions – 3 setmanes Àrea: Matemàtiques
Justificació: Estudi de qüestions d'atzar a partir dels coneixements que els estudiants han adquirit a
Estadística per calcular Freqüències Relatives. 
Situació: Aquesta és una UD que complementa la UD d'Estadística, conformant entre les dues el
Bloc d'Estadística i Atzar del Currículum de Matemàtiques de la ESO. Pel treball especial de les
connexions amb altres blocs de Matemàtiques i altres assignatures, puntualment alguna activitat-
sessió podria realitzar-se a una sessió compartida amb altres al·lienes a les de probabilitat.
OBJECTIUS DIDÀCTICS CC BB CRITERIS D'AVALUACIÓ
A. Saber detectar quan un
fenòmen depèn de l'atzar
Competència en el
coneixement i la
interacció amb el món
físic
1
Entendre quan és possible predir amb
total certesa alguns fenòmens degut a
l'atzar.
B. Observar la freqüència de
fenòmens per calcular la seva
probabilitat
Competència
Tractament de la
informació i
competència digital
2 Recollir dades amb precisió.
3 Analitzar patrons a les dades recollides.
C. Observar les diferències
entre les freqüències relatives i
ordenar-les.
Competència
matemàtica
4 Ordenar la probabilitat d'esdeveniments
de major a menor.
D. Calcular la probabilitat
d'esdeveniments fent iteracions
d'experiments d'atzar.
Competència
matemàtica
5 Dir la probabilitat d'un esdeveniment
després del comptatge i càlcul de la
freqüència relativa. 
E. Relacionar geometria i
probabilitat construint
políedres.
Competència
matemàtica
Competència artística i
cultural 
6 Construcció de políedres de cares
equiprobables. 
7 Conèixer els diferents daus i calcular
les probabilitats que les seves cares
apareguin en llençar-los. 
CONTINGUTS D'APRENENTATGE
1. Reconeixement de la influència de l'atzar en un esdeveniment.
2. Càlcul de freqüències absolutes i relatives.
3. Ús de la proporcionalitat per fer prediccions un cop coneguda una freqüència relativa.
4. Càlcul de la probabilitat per iteració d'experiments. Llei dels grans nombres.
5. Propietats de la freqüència relativa i de la probabilitat com a nombre. 
6. Estudi dels políedres: Sòlids platònics com a daus equiprobables.
7. Geometria Estocàstica:  Experiència de les Monedes de Buffon. 
SEQÜÈNCIA DIDÀCTICA
Pel context de treball amb connexions, poden existir sessions compartides amb altres blocs matemàtics o altres
assignatures. Pel present estudi suposarem l'ús de les sessions de la UD estricta. Totes les activitats estàn en
format dossier i s'entregaran als alumnes a l'inici de la UD, s'hauran de fer responsables de portar-les cada dia i
anar anotant i fent el treball que proposen. Podran adjuntar altres fulls i apunts que puntualment el professor els
faciliti, ja que no tenim llibre de text. Es realitzaran en format taller d'investigació en grups heterogenis de 4 a 6
estudiants mirant de compensar nivells intel·lectuals, necessitats de traducció o incompatibilitats personals.
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ACTIVITATS
1. El freqüent és probable? (Activitat INICIAL - duració: 1 sessió 1h )                                       [15]
OBJECTIU Reconèixer la influència de l'atzar i quan podem fer prediccions.
CONTINGUT Càlcul de la probabilitat a partir de la freqüència relativa.
2. Urnes (Activitat  DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                                             [15]
OBJECTIU Fer prediccions d'esdeveniments sense fer l'experiment real.
CONTINGUT Simulació d'experiments amb daus com a generador aleatori.
3. Treballar amb freqüències (Act.DESENVOLUPAMENT – dur.2 -3 sessions 1h)                   [15]
OBJECTIU Cercar errors de coherència entre una taula, unes freqüències i un diagrama
CONTINGUT Càlcul de la probabilitat a partir de la freqüència relativa.
4. Probabilitat tot comptant (Act.REFORÇ – duració: EXTRA)                                                 [15]
OBJECTIU Fer prediccions sobre preguntes referents als cognoms del grup-classe.
CONTINGUT Recollida de dades i càlcul de probabilitat a partir de freqüència relativa.
5. Cursa d'obstacles de probabilitat  (Act.AMPLIACIÓ – duració: EXTRA)                              [8]
OBJECTIU Guanyar la cursa escollint els camins més ràpids de les 'quiz' d'atzar.
CONTINGUT Observació d'espai mostral i esdeveniments de diversos jocs.
  6. Geometria i probabilitat: daus (Act.DESENVOLUPAMENT – dur.2-3 sessions 1h)              [14]
OBJECTIU Construcció de daus per tenir cares equiprobables i no equiprobables.
CONTINGUT Políedres, sòlids platònics, desenvolupament de figures 3D. 
7. Probabilitat geomètrica: Monedes de Buffon(Act.AMPLIACIÓ – duració: EXTRA)             [16]
OBJECTIU Calcular la probabilitat que una moneda caigui o no sobre una trama linial.
CONTINGUT Càlcul de probabilitat a través del quocient d'àrees planes. 
AVALUACIÓ
De l'alumne
 Tinc  en  compte  els  criteris  d'avaluació  indicats  a  l'inici  de  la  Unitat
Didàctica, relacionats amb els objectius. En acabar la UD, l'alumne hauria
de saber fer tota aquella relació d'accions. 15%
 Observació de treball a l'aula. Generar una graella amb els noms de cada
estudiant, anotant diferents ítems: 
1. Participació als debats i reflexions de l'aula.
2. Participació al treball en grup
3. Eficiència dels grups a l'hora de ressoldre les situacions.
15%
 Realització del dossier de treball a classe, correció i comentaris.
 Realització d'una graella que recull pregunta per pregunta l'èxit o el fracàs
de les respostes dels estudiants (procediments i resposta correcta). 30%
 La darrera sessió serà una prova valorant la probabilitat d'esdeveniments
i càlculs a partir d'àrees de figures planes. 40%
De la UD  En funció  del  rendiment   dels  estudiants  i  el  nivell  d'assoliment  dels  objectius
inicials, valorarem la validessa de la UD dissenyada
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Probabilitat i Atzar
2N ESO
El freqüent és probable?
Mirant la freqüència amb la qual passen certes coses, podem fer deduccions interessants i,
per  tant,  determinar  el  que  passarà  en  el  futur  o,  encara  més  important,  el  que  no  passarà.  
En Ramon és aficionat al joc de daus. Abans de começar a tirar el dau, en Ramon ha pensat:
"Tots  6 números tenen la mateixa possibilitat  de sortir;  per  tant,  si  tiro 60 vegades el  dau,  seria
d'esperar que cada número sortís uns 10 cops". Podriem representar-ho amb un diagrama de barres.
La Roser treballa en una botiga i, abans d'obrir, ha pensat, "En qualsevol moment, poden
entrar clients. Com que cada dia vénen uns 60 i la botiga està oberta 6 hores, cal esperar que a cada
hora  entrin  uns  10  clients".  Per  tant,  el  diagrama  anterior  també  expressava  bé  aquest  fet.
En Ramon i la Roser han fet una distribució esperada, que s'ha de comprovar empíricament.
1. Si  tireu  100  cops  una  moneda,  quantes  cares  i  creus  espereu  que  surtin?  Feu  el
diagrama. Inventa'n una altra situació en la qual serveixi el mateix diagrama. 
En Ramon ha tirat 60 vegades el dau; ha apuntat les vegades que ha sortit cada número
(freqüència);  ha  fet  una  taula  amb  aquestes  dades;  i,  per  a  cada  freqüència,  n'ha  calculat  la
freqüència relativa: freqüència dividida pel nombre total de tirades. Aleshores ha fet el diagrama de
barres  i  ha  vist  que  la  distribució  empírica  s'ajustava  bé  a  la  distribució  esperada.
La Roser ha apuntat cada hora la freqüència relativa de clients, n'ha fet el diagrama de la distribució
empírica i ha vist que no tenia res a veure amb la distribució esperada.
2. Què pots deduir sobre el dau d'en Ramon? Perquè la Roser ha fallat en la previsió?
Quina explicació té?
3. Amb un amic/amiga juga a parells i senars. Quina distribució seria esperable? Quina
distribució empírica surt? 
4. La  freqüència relativa amb què surt un 5 en un dau és 1/4. Què en pots deduir? 
5. Quina seria la distribució esperada dels resultats d'una ruleta normal?
6. Quina seria la distribució esperada de persones amb rellotge digital i amb rellotge de
busques a classe? Compteu-les i mireu-ne la distribució real. 
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Recordeu: La freqüència d'un esdeveniment és el nombre de vegades que aquest esdeveniment es
dóna. La  freqüència relativa d'un esdeveniment és el nombre de vegades que aquest es dóna dividit
pel nombre total d'experiències realitzades. 
El  càlcul  de  probabilitats  troba  en  els  recomptes  estadístics  una  base  ineludible  per  calcular
probabilitats.  Les  freqüències  relatives  d'un  esdeveniment  tendeixen  a  la  probabilitat. 
Urnes 
Penseu en una urna o un saquet negre on hi  ha 2 boles blanques i  1 bola negra.  Quina és la
probabilitat de treure la negra? I que surti bola blanca? Què dirieu intuïtivament?
1. No tenim a mà ni una urna ni boles.
Agafeu un dau. Com simularieu el fet de
treure les boles tirant el dau?
2. Una possibilitat és tirar el dau i veure si
surt un número entre 1 i 4 o surt entre el
5 i el 6. Feu-ho i apunteu les freqüències
relatives corresponents (nombre de
vegades que surt entre 1 i 4 (o entre 5 i 6)
dividit pel nombre total de tirades):
Entre 1 i 4 Entre 5 i 6
Freqüència relativa en 10 tirades
Freqüència relativa en 20 tirades 
3. A quins nombres s'acosten les freqüències? Tenen res a veure amb el 2/3 i l'1/3? 
Treballeu amb freqüències
En aquesta fitxa hi ha sis errors. Trobeu-los i feu-ne la rectificació oportuna:
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Probabilitats tot comptant
Recordeu: Les freqüències absolutes tendeixen a la probabilitat. 
Apunteu els cognoms de tots els companys de la classe i compteu-ne les lletres de cadascun. Heu de
calcular la freqüència i la freqüència relativa de cada nombre de lletres. 
Cognom Nombre lletres
A-Y-M-E-R-I-C-H 8
Nombre lletres Freqüència Freqüència Relativa
1 0 0 / total
... ... ...
8 1 1/ total
... ... ...
Quina és la probabilitat que, triant a l'atzar un alumne/a de la classe, el seu cognom tingui 5
lletres? I 6 lletres? I menys de 20 lletres?
Cursa d'obstacles de Probabilitat
En  aquest  joc  haureu  de  fer  una  cursa
d'obstacles. Es tracta d'intentar arribar des
del començament fins al final amb el mínim
nombre de tirades. Evidentment haureu de
tenir una mica de sort, però us pot ajudar
intentar esbrinar quina és l'opció amb més
probabilitats cada vegada. Trieu els camins
amb  les  probabilitats  més  elevades  i  feu
l'experiència que indica fins que us surti el
resultat  demanat.  Llavors  podreu avançar.
Guanya qui acaba abans les 3 etapes.
Aquí  teniu  una  llegenda  amb  alguns
exemples del que volen dir els símbols que
us anireu trobant a cada etapa. Al final de la
cursa haureu de dibuixar l'itinerari que heu
seguit  i  justificar  els  vostres  moviments  a
cada part de la cursa.
Haureu  de  fer  sevir  tota  classe  de  daus,
baldufes,  fitxes,  boles,  monedes...  que  es
troben a la Caixa de Varga, invent de Ernst
Klett  Verlag.  Però  si  no  els  teniu,  podem
fabricar-nos els nostres propis materials.
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Geometria i probabilitat (2): Daus 
Penseu  com  podríem  fabricar  un  dau  amb  3
cares. És possible o no? Per què?
En  podríem  construir  un  com  el  de  la  dreta
enganxant tres peces de paper i unint les seves
vores, curvant cada peça. 
És  possible  contruir  daus  amb  qualsevol
nombre de cares amb aquest sistema? Podem
fer un dau de 2 cares? I d'1 cara?
Un dau de 2 cares seria una moneda: un cos tridimensional amb 2
facetes diferenciades per una aresta, la vora. Coneixeu algun cos 3D
amb una sola cara?  Busqueu informació sobre la cinta de Moèbius. La
podem construir fàcilment amb un paper. També podrien existir daus
esfèrics, però no podem desenvolupar-los en un pla. 
Imposarem algunes condicions per a fabricar els nostres daus: Les seves cares han de ser polígons
iguals,  plans, rígids i  indeformables amb tots els angles i costats iguals, és a dir: polígons regulars.
És a dir, busquem daus semblants als típics daus cúbics de 6 cares. 
Retalleu 32 triangles equilàters iguals, 6 cuadrats i 12 pentàgons regulars i mireu d'unir-los pels vèrtex
per  tal  de comprovar  quins  són els  políedres  que podeu formar.  Trobareu d'aquesta manera els
políedres  regulars  o sòlids platònics.  Penseu quina freqüència d'aparició tindrà cada cara en
llençar aquests cossos sobre una superfície plana. Considerarem que el tetràedre dóna com a
resultat la cara que queda recolçada al pla. Podeu comprovar que els sòlids platònics són políedres
que donen resultats equiprobables quan numerem les cares i els fem servir com a daus.  
Feu  un  dau  calcant,  retallant  i  enganxant  el
desenvolupament:
1.  Tireu  el  dau  50  vegades  i  apunteu  les  freqüències
relatives  amb  que  surt  cada  número  de  l'1  al  6.  A què
s'acosten aquestes freqüències?
2. Com creieu que hauria de ser un dau prismàtic perquè
totes les freqüències tendeixin al mateix nombre?
3. Hem tirat  un dau 600 vegades i  la  freqüència relativa
amb que surt el '6' és 7/600. En tirar-lo 6000 cops, és de
9/600. Què en podeu deduir? Us hi jugaríeu diners al  '6'
amb aquest dau? 
4. Penseu com podríeu calcular la probabilitat que, en triar
una carta d'una baralla espanyola, surti oros o espases. 
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Probabilitat Geomètrica: 
Les monedes de Buffon
Georges  Louis  Leclerc,  comte  de  Buffon  (1707-1788)  és
conegut essencialment per la seva obra de naturalista però
també té algunes obres matemàtiques. És en el seu “Essai
d’arithmétique  morale”,  publicat  el  1777,  on  podem  trobar
la“Mémoire sur le jeu de franc carreau” on apareixen, entre
d’altres  els  problemes  que  ens  plantejarem  en  aquesta
activitat.
Objectiu:  Establir  probabilitats  de manera experimental  i  a
través  de  raonaments  geomètrics  tot  descobrint  la
coincidència entre els valors obtinguts.
Sobre un full DIN A3 dibuixeu un conjunt de rectes paral·leles
separades per una amplada igual a dues vegades el diàmetre
de les monedes que teniu. Cal que poseu una cura especial
en  aquesta  tasca  perquè  serà  la  base  per  a  la  resta  de
l’activitat. Fixeu el full ben pla sobre la taula. Podeu usar una
mica de cinta adhesiva per enganxar-lo. Tireu, d’una en una,
10 monedes sobre el paper. Observareu que algunes toquen
les línies i altres no en toquen cap. 
Us atreviu a fer una estimació de la probabilitat que, en
tirar una moneda, no toqui cap ratlla?
Estimació:
Continueu tirant monedes sobre la superfície ratllada i apunteu la quantitat de monedes que tireu i el
nombre d’elles que no toquen cap línia. Cada cop que s’acabin les monedes torneu-les a recollir i
continueu tirant-les. Naturalment anireu acumulant els resultats. Quan hagueu tirat entre 300 i 400
monedes calculeu la freqüència relativa de les que no toquen cap de les ratlles.
Nombre total de monedes tirades:
Nombre de monedes que no toquen cap ratlla:
Freqüència relativa:
Ara cada grup dirà el nombre total de monedes que ha tirat i el nombre de les que no han tocat cap
ratlla. Sumeu aquestes quantitats i calculeu la freqüència relativa resultant del conjunt de totes les
tirades  de  la  classe.  Quin resultat  obteniu? Aquest  resultat  s’aproxima a la  conjectura  que
havíeu formulat?
Ara acoloriu, amb un color diferent del de les ratlles, la zona on hauria de caure el  centre de la
moneda per tal que no arribés a tocar cap de les rectes. Compareu l’àrea que representa aquesta
zona respecte de tota l’àrea del full. Podríeu deduir a partir d’aquí la probabilitat que, en tirar una
moneda, no toqui cap línia?
Observeu alguna coincidència entre la probabilitat obtinguda experimentalment i l’obtinguda a
partir del raonament geomètric? Expliqueu-ho.
Proposta: Mireu de repetir l'experiència llençant les monedes sobre un paper que tingui dibuixada
una  quadrícula  amb  un  ull  de  2  diàmetres  de  moneda  d'ample. Com penseu  que  variarà  la
probabilitat que les monedes no caiguin sobre cap línia?
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Disseny programació 3r d'ESO 
Nivell: 3r ESO Títol: Probabilitat i Atzar
Durada: 7 sessions – 3 setmanes Àrea: Matemàtiques
Justificació: Formalitzar les lleis del càlcul probabilístic sense fer prèviament l'experiment real. 
Situació: Aquesta és una UD que complementa la UD d'Estadística, conformant entre les dues el
Bloc d'Estadística i Atzar del Currículum de Matemàtiques de la ESO. Pel treball especial de les
connexions amb altres blocs de Matemàtiques i altres assignatures, puntualment alguna activitat-
sessió podria realitzar-se a una sessió compartida amb altres al·lienes a les de probabilitat.
OBJECTIUS DIDÀCTICS CC BB CRITERIS D'AVALUACIÓ
A. Saber fer un càlcul de
probabilitats sense necessitat
de fer l'experiència d'atzar. 
Competència
matemàtica 1
Calcular probabilitats com a quocient de
casos favorables entre l'espai mostral. 
B. Comparar probabilitats de
diverses experiències d'atzar. Competència en el
coneixement i la
interacció amb el món
físic
2
Conèixer que la probabilitat pot
representar-se com a fracció,
percentatge o nombre entre 0 i 1 i
ordenar-lo de menor a major. 
3 Detectar els casos equiprobables.
C. Relacionar la probabilitat
d'un esdeveniment amb la
probabilitat que aquest no passi
Competència en el
coneixement i la
interacció amb el món
físic
4 Conèixer que P(A) + (Ā)  = 1
5
Saber calcular la probabilitat que no
passi quelcom coneixent la probabilitat
que sí passi. 
D. Operar esdeveniments amb
ajut de càlcul d'àrees de figures
planes. 
Competència
matemàtica
6
Relacionar la intersecció d'àrees de
figures planes amb la intersecció de dos
esdeveniments. 
E. Reconèixer la compatibilitat
de dos esdeveniments Competènciamatemàtica
7 Saber identificar espais mostrals.
8 Indicar quan existeixen comuns entredos esdeveniments. 
F. Estructurar la informació per
estudiar la probabilitat
d'esdeveniments compostos.
Competència
matemàtica
Competència
Tractament de la
informació i
competència digital
9 Reconèixer els experiments compostos
10 Saber fer servir llistes ordenades, taules
i diagrames d'arbre.
11 Conèixer les aplicacions d'aquests
diagrames a altres camps.
CONTINGUTS D'APRENENTATGE
1. Llei de Laplace com a quocient dels casos favorables entre els casos possibles.
2. Definició de l'espai mostral com a esdeveniment segur (P=1) contraposat a l'impossible (P=0)
3. Complementarietat d'esdeveniments a partir del 'segur' + 'impossible' = 0. 
4. Compatibilitat d'esdeveniments – Detecció d'elements comuns entre dos esdeveniments.
5. Operacions entre esdeveniments: Unió i Intersecció.
6. Experiments i esdeveniments compostos. Combinatòria de resultats per construcció de diagrames
7. Ús de llistes ordenades, taules de contingència i diagrames d'arbre per estudiar casos possibles.
8. Aplicacions del diagrama d'arbre per estructurar informació. 
9. Presentació del logaritme com el nivell de ramificacions d'un arbre homogèniament ramificat.
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SEQÜÈNCIA DIDÀCTICA
Pel context de treball amb connexions, poden existir sessions compartides amb altres blocs matemàtics o altres
assignatures. Pel present estudi suposarem l'ús de les sessions de la UD estricta. Totes les activitats estàn en
format dossier i s'entregaran als alumnes a l'inici de la UD, s'hauran de fer responsables de portar-les cada dia i
anar anotant i fent el treball que proposen. Podran adjuntar altres fulls i apunts que puntualment el professor els
faciliti, ja que no tenim llibre de text. Es realitzaran en format taller d'investigació en grups heterogenis de 4 a 6
estudiants mirant de compensar nivells intel·lectuals, necessitats de traducció o incompatibilitats personals.
ACTIVITATS
1. Favorables i Desfavorables (Activitat INICIAL/DESENVOLUPAMENT - dur: 1 sessió 1h )    [15]
OBJECTIU Valorar 4 situacions i ordenar-les segons la probabilitat d'obtenir un 7.
CONTINGUT Estudi d'espai mostral i càlcul de probabilitat amb la llei de Laplace.
2. Passa o no passa? (Activitat DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                         [15]
OBJECTIU Omplir buits a una taula d'esdeveniments complementaris i probabilitats.
CONTINGUT Relació dels esdeveniments complementaris i les seves probabilitats.
3. Qüestió de compatibilitat (Act.DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                     [15]
OBJECTIU Contestar probabilitats d'esdeveniments compostos amb una baralla.
CONTINGUT Esdeveniments unió i intersecció, compatibilitat d'esdeveniments.
4. Bombers i probabilitat (Act.DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                          [15]
OBJECTIU Conèixer la probabilitat d'esdeveniments i les seves unions i interseccions.
CONTINGUT Relació de la intersecció d'àrees planes amb la dels esdeveniments.
5. Estructurar informació (Act.DESENVOLUPAMENT/AMPLIACIÓ – duració: 3 sessions 1h) [14]
OBJECTIU Estudi probabilístic dels casos: tirar 2 daus de 6 cares i 3 daus de 4 cares.
CONTINGUT Composició  d'esdeveniments;  combinatòria  de  resultats  i  organització
d'aquest a travès de llistes ordenades, taules de contingència i diagrames d'arbre. 
AVALUACIÓ
De l'alumne
 Tinc  en  compte  els  criteris  d'avaluació  indicats  a  l'inici  de  la  Unitat
Didàctica, relacionats amb els objectius. En acabar la UD, l'alumne hauria
de saber fer tota aquella relació d'accions. 15%
 Observació de treball a l'aula. Generar una graella amb els noms de cada
estudiant, anotant diferents ítems: 
1. Participació als debats i reflexions de l'aula.
2. Participació al treball en grup
3. Eficiència dels grups a l'hora de ressoldre les situacions.
15%
 Realització del dossier de treball a classe, correció i comentaris.
 Realització d'una graella que recull pregunta per pregunta l'èxit o el fracàs
de les respostes dels estudiants (procediments i resposta correcta). 30%
 La darrera sessió serà una prova valorant la probabilitat d'esdeveniments
i càlculs a partir d'àrees de figures planes. 40%
De la UD  En funció  del  rendiment   dels  estudiants  i  el  nivell  d'assoliment  dels  objectius
inicials, valorarem la validessa de la UD dissenyada
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Probabilitat i Atzar
3R ESO
Favorables i desfavorables
Recordeu: El curs passat vam aprendre a calcular la probabilitat d'un esdeveniment  fent el quocient
de la freqüència d'aparició d'aquest resultat  entre el total de repeticions d'experiències d'atzar que
feiem. El valor de la probabilitat s'afinava més com més repeticions feiem (Llei dels Grans Nombres).
Quan fem una experiència aleatòria amb un nombre finit d'esdeveniments possibles, tots aquests
esdeveniments conformen l'Espai Mostral 'M'. Si comptem 'N' casos favorables a un esdeveniment
que busquem, podem establir el quocient de la Llei de Laplace per calcular la probabilitat:
Probabilitat (Esdeveniment A) = N/M = casos favorables/casos possibles 
Un viciós del 7
Algú decideix jugar sempre al número 7
en veure que és 'el seu número de la sort'.  En
una ocasió  li  ofereixen  quatre  jocs.  Calcula  en
cada cas la probabilitat que surti 7 i ordena els
jocs de més preferit a menys per al viciós del 7:
Passa o no passa? Esdeveniments
complementaris
Fent  experiències  aleatòries,  si  es  fixa
l'atenció  en  un  fet  A,  pot  passar  o  no.
Anomenarem  l'esdeveniment  'no  A'  com  a
'esdeveniment  complementari  o  contrari  d'A',  i
podem escriure-ho com 'Ā'.
Experiència Esdeveniment A Probabilitat A Esdeveniment Ā Probabilitat Ā
Tiro un dau Surt parell
Tiro un dau Surt 6
Tiro un dau Surt 3 o 6
Agafo carta pòquer No surt J,Q, K ni A
Agafo carta pòquer Surt comodí
Trio una moneda Surt cara
1/6 5/6
Trio dia de gener 1/31 30/31
Trio dia de març 1/2 1/2
Trio una vocal 2/5 3/5
Agafo carta espanyola Surt comodí de 3
Agafo carta espanyola 9/48 39/48
1/2 1/2
Surt la Z 27/28
Surt la 'CH'
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Comproveu el valor de la suma P(A) + P( Ā) a totes les experiències que heu estudiat. 
Recordeu: Que els esdeveniments A i Ā  siguin complementaris vol dir que entre els dos completen
tots els esdeveniments possibles, és a dir, l'Espai Mostral M, que és un esdeveniment segur, P(M)=1
P(A)+ P(Ā) = P(M) =1 → P(A) = 1 – P(Ā)
Qüestió de compatibilitat
Ja sabem que l'esdeveniment Segur és l'espai Mostral, ja que segur que el resultat és un
d'entre els possibles. Homòlogament, l'esdeveniment Impossible és aquell que no es troba entre els
esdeveniments elementals possibles i per tant té probabilitat 0. 
Espai Mostral o Esd. Segur P(M) = 1 P(M)+P(I) =1
L'espai Mostral i l'esdeveniment Impossible són
complementaris, cas especial d'INCOMPATIBILITATEsdeveniment Impossible P(I) = 0 
Dos  esdeveniments  són  INCOMPATIBLES  quan  no  comparteixen  cap  esdeveniment
elemental, i al contrari, són COMPATIBLES si algun esdeveniment elemental verifica la condició de tots 2.
La complementarietat és un cas especial de la incompatibilitat on els dos esdeveniments incompatibles i
complementaris reuneixen tots els esdeveniments elementals possibles de l'Espai Mostral. 
Observa el següent conjunt de cartes, l'espai Mostral és el pal de Piques de la baralla de Pòquer. 
Bombers i probabilitat
La probabilitat que l'avioneta dels bombers tiri l'aigua al lloc
de l'incendi,  en aquest  terreny d'1km2,  és l'àrea del  camp.
Calculeu les probabilitats de les diferents zones. 
P(A) = P(A i B) = P(A o B) =
P(B) = P(A i C) = P(A o C) =
P(C) = P(A i D) = P(A o D) =
P(D) = P(B i C) = P(B o D) =
Recordeu: La probabilitat és un número entre 0 i 1 calculable amb la Llei de Laplace.
Podem fer operacions amb esdeveniments: Unió (A o B)  i Intersecció (A i B). 
L'esdeveniment intersecció d'A i B està format pels esdeveniments que pertanyen a A i B alhora.
L'esdeveniment unió d'A i B està format pels esdeveniments que pertanyen a A, a B o a tots 2. 
P(A o B) = P(A)+P(B) – P(A i B)    
pregunta: Per què cal calcular la intersecció per calcular la unió? Sempre és necessari?
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Argumenteu la compatibilitat d'aquests 
fets amb la mà de cartes que tenim:
- Treure una carta vermella
- Treure algun dels 4 reis
- Treure un as d'espases
- Treure una el 4 de cors o el 7 de 
  rombes, o  la reina de piques.
    
Estructurar informació: esdeveniments compostos
Sovint  fem  experiències  aleatòries  composades  amb  diversos
resultats elementals. En aquests casos els resultats no són tan
directament  intuïtius.  Amb  picardia,  podríem  aprofitar  aquesta
situació per fer negoci sense cap tipus de trampa. No cal anar a
un casino, observem els 'trileros' de les Rambles.
Experiment Llençar 2 daus i sumar. Él resultat és una composició del resultat del 1r  i el 2n dau.
Regles
mín 3 jugadors J1 wins  if  Resultat < 7 J2  wins if  Resultat > 7 'Trilero' wins if  Resultat = 7
J1 i J2 fan les seves apostes. Si surt diferent de 7, el 'trilero' es queda els diners de les apostes
perdedores i paga els de les apostes guanyadores. Si surt 7, el 'trilero' es queda amb tot. 
Evidentment, ja us ensumeu que el 'trilero' ha de fer negoci. Per tant, sabent que no hi ha cap
trampa al joc, argumenteu perquè aquest joc no és 'just ' per tots 3 jugadors.
El fet és que cada dau té 6 resultats possibles, però per cada resultat d'un dau en tenim 6 a l'altre.
Caldrà saber quantes combinacions d'1 cara d'1 dau i 1 cara de l'altre podem fer. La primera manera
que tenim pot ser confeccionar una llista ordenada.
1 i 1 1 i 2 1 i 3 1 i 4 1 i 5 1 i 6
2 i 1 2 i 2 2 i 3 2 i 4 2 i 5 2 i 6
3 i 1 3 i 2 3 i 3 3 i 4 3 i 5 3 i 6
4 i 1 4 i 2 4 i 3 4 i 4 4 i 5 4 i 6
5 i 1 5 i 2 5 i 3 5 i 4 5 i 5 5 i 6
6 i 1 6 i 2 6 i 3 6 i 4 6 i 5 6 i 6
Podríem estalviar feina d'escriure i cercar la informació que ens interessa (la suma) amb una taula:
 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
Així podem veure que hi ha 36 parelles possibles. Sense saber-ho, hem fet servir la ciència que
estudia les diferents combinacions possibles, la Combinatòria. En aquest cas, quan podem escollir
dues coses i tenim M opcions per la 1a i N opcions per la 2a, observem que el total de combinacions
possibles és el producte NxM.
Existeixen  36  sumes  possibles  (6X6),  però  comptant  podrem  veure  que  la  distribució  de  les
freqüències teòriques (que nosaltres considerem probabilitat)  és la següent: 
– P (2) = P(12) = 1/36
– P (3) = P(11) = 2/36
– P (4) = P(10) = 3/36
– P (5) = P(9) = 4/36  
– P(6) = P (8) = 5/36
– P(7) = 6/36            
P (J1 wins) = P(<7) = P(2o3o4o5o6) = (1+2+3+4+5)/36 = 15/36 
P (J2 wins) = P(>7) = P(8o9o10o11o12) = (1+2+3+4+5)/36 = 15/36
P (trilero wins) = P(7) = 6/36
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Observacions:
– L'aposta pel 7 és la que té una major probabilitat d'èxit respecte als altres resultats.
– La  probabilitat que NO surti 7 és més del doble (15 contra 6) però els guanys i pèrdues per
aquesta  banda  s'equilibraran  conforme  anem  jugant  fins  que  s'anulin  (tenen  la  mateixa
probabilitat), deixant un guany net provinent de les vegades que obtenim un 7. 
La conclusió és que només és un joc just si coneixem la probabilitat, però és un negoci clar pel 'trilero'
Penseu de  quina forma podríeu  fer  que el  joc  sigui  'just'  de  manera  que  tots  3  jugadors
tinguèssin les mateixes possibilitats de guanyar i perdre. 
Per tal que el joc sigui just, haurem de repartir les oportunitats de guany equitativament entre els 3
jugadors. És a dir, de les 36 combinacions, assignarem 12 a cadascun, podríem fer-ho de diverses
maneres, per exemple:
Regles JUSTES
 3 jugadors J1 wins  if  Resultat = 2, 3, 4, 7    P(J1 wins) = (1+2+3+6)/36 = 12/36
J2  wins if  Resultat = 8, 9, 11, 12 P(J2 wins) = (5+4+2+1)/36 = 12/36
J3 wins if  Resultat = 5, 6, 10 P(J3 wins) = (4+5+3)/36 = 12/36
Seria possible ampliar el nombre de jugadors sense deixar de ser un joc 'just'?
Aquí us ajudarà el terme de la divisibilitat. Teòricament, podran jugar tants jugadors com divisors de
36 tinguem. Així, podríem dividir, en principi, per 2,3,4,6,9,12,18. 
Nombre de jugadors 2 3 4 6 9 12 18
Repartiment de la probabilitat 18/36 12/36 9/36 6/36 4/36 3/36 2/36
Observem que només pot existir un apostant per resultat, de manera que qui aposti al 7, ja té 6/36 de
probabilitat de guanyar. No seria possible repartir probabilitats en fraccions inferiors a 6/36. És a dir,
aquest joc en la seva versió 'justa' es podrà ampliar a 4 o a 6 jugadors.
NOVA PROPOSTA                                                                                                                                     
Us proposo un joc semblant, però ara farem servir 3 daus tetraèdrics i apostarem per la suma del
resultat de tots tres. Recordeu que al dau tetraèdric prendem com a resultat la base que queda oculta
contra la superfície horitzonal on el llencem. Tenim 2 jugadors: J1 wins  if  Resultat = 3, 4, 5, 6 o 12 ;
J2  wins if  Resultat = 7, 8, 9, 10 o 11.
L'esdeveniment que us hem proposat ara té resultats composats de 3 resultats elementals provinents
dels 3 daus que llencem. Podríeu elaborar la combinatòria de possibilitats amb una sola taula?
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Observacions:
– Realitzar  una taula té limitacions ja que només té 2 dimensions. En podríem fer  de més
dimensions però seria de difícil comprensió. 
– Podem realitzar més d'una taula fent combinacions dels diferents experiments, però llavors
hem d'anar amb molt de compte a l'hora de comptar les freqüències de cada resultat possible.
La conclusió és que el Jugador 1 està en desavantatge, ja que amb el 3, 4, 5, 6 i 12 només té una
probabilitat d'èxit de 21/64, per tant l'altre jugador (esdeveniment complementari) té 43/64. 
Se us acudeix cap altra forma d'organitzar tots els resultats possibles sense fer una llista
ordenada o una combinació de taules per
fer el càlcul probabilístic d'aquest joc?
Ara  aprendrem  una  manera  molt  útil
d'organitzar  informació,  el  diagrama  d'arbre.
Observeu com el formarem a partir d'una taula
ordenada pel cas de tirar 3 daus de 4 cares. A
l'esquerra  veiem el procès de 'compressió' de
la informació en el supòsit  que el primer dau
ens doni el resultat '1', hauríem de fer el mateix
amb els resultats '2', '3' i '4', com veieu a sota.
Per a combinacions de més de 3-4 nombres,
és força complex dibuixar l'arbre, pot ser una
bona idea ajudar-nos amb fulls de càlcul.
Comptant  els  resultats  i  anotant  les  freqüències,  podrem  comprovar  que  obtenim  els  mateixos
resultats que amb les dues taules de contingència anteriors. 
Penseu  en  l'experiment  compost
'llençar  una  moneda  i  un  dau  de  4
cares'.  Valoreu  els  esdeveniments
compostos  possibles  i  la  seva
probabilitat. 
-Probabilitat de treure O2 
 P(O,2)= 1/2 · 1 / 4 =1/8  
-Probabilitat de treure X-Parell
 P(X,parell) = P(X,2) + P(X,4)= 2/8 = 1 /4
Recordeu:  Conforme  anem  fent
experiències,  la  probabilitat  dels
resultats combinats es va dividint i fent-
se  més  petita.  Penseu  que  estem
multiplicant nombres entre 0 i 1. 
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ALTRES EXEMPLES
Les taules i els diagrames d'arbre
són útils per estructurar informació
més enllà de les aplicacions a la
probabilitat.  Poden  ajudar-nos  a
ressoldre  d'altres  problemes,  per
exemple: 
Quants  camins  de  3  arestes
podem fer  al  cub  per  anar  del
vèrtex  '2'  al  '5'  sense  repetir
arestes? Tenim 6 camins. 
Reflexioneu sobre la següent qüestió: 
Imagineu que tenim un diagrama d'arbre completament binari (sempre hi han bifurcacions) que
acaba amb 8 branques al final, sabríeu dir quants nivells de bifurcació calen per completar el
diagrama? O amb altres paraules: si estem jugant amb monedes, quants cops hem de llençar
la moneda per tenir una combinatòria de 8 resultats finals diferents? 
Hem vist que necessitem 3 nivells de ramificació. Gràficament, hem trobat el nombre de ramificacions
a partir de totes les branques al final de l'arbre. Aquest algoritme és el 'logaritme' (abreujat 'log'). Si us
fixeu a les vostres calculadores teniu implementada aquesta funció, que a més  és la inversa de la
funció exponencial. Mentres la funció exponencial eleva una base 'A' a un exponent 'X' obtenint 'N', el
logaritme-'A' d''N' ens dóna com a resultat l'exponent 'X' al que cal eleval 'A' per obtenir 'N'.  Aquests
conceptes semblen complicats, però són senzills i molt freqüents a la Natura. 
Penseu  ara  el  problema  anterior  de  3
daus  tetraèdrics.  Allà,  les  ramificacions
sempre eren de 4 branques i teníem 64
resultats  combinats  possibles,  això  vol
dir : log4 64 = 3 → 4^3=64
L'estructura d'arbres binaris també l'heu
vista  moltes  vegades  als  tornejos  amb
dos  equips  que  van  eliminant-se  fins
arribar al guanyador. Ara podreu traduir
la  següent  qüestió  a  matemàtiques
fàcilment: 'Si tenim 64 equips a la lliga,
quantes  rondes  de  partits
necessitarem  per  tenir  un
guanyador?' Penseu en la necessitat
de saber-ho per organitzar el torneig! 
La resposta, fet que és un arbre binari,
serà:  log2 64 =  8.  Haurem de jugar  8
partits.
Fixeu-vos  en  el  quadre  del  torneig  de
Bàsquet  de la  Final  Four.  És  un  arbre
binari!
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Disseny programació 4t d'ESO 
Nivell: 4t ESO Títol: Probabilitat i Atzar
Durada: 7 sessions – 3 setmanes Àrea: Matemàtiques
Justificació: Completar les lleis d'atzar: condicionament d'esdeveniments i simulacions d'atzar. 
Situació: Aquesta és una UD que complementa la UD d'Estadística, conformant entre les dues el
Bloc d'Estadística i Atzar del Currículum de Matemàtiques de la ESO. Pel treball especial de les
connexions amb altres blocs de Matemàtiques i altres assignatures, puntualment alguna activitat-
sessió podria realitzar-se a una sessió compartida amb altres al·lienes a les de probabilitat.
OBJECTIUS DIDÀCTICS CC BB CRITERIS D'AVALUACIÓ
A. Calcular la probabilitat de la
intersecció i la unió
d'esdeveniments. 
Competència
matemàtica 1
Saber que s'ha de restar la intersecció
dels 2 esdeveniments quan calculem la
unió de 2 esdeveniments compatibles.
B. Discernir la dependència
d'esdeveniments i calcular la
seva probabilitat. 
Competència
matemàtica
2 Saber que si B és dependent d'A,P(B|A)=P(A∩B) ÷ P(A) i si B és
independent d'A, P(B|A)=P(B).
C. Ressoldre problemes de
probabilitat condicionada amb
estudi de tots els
esdeveniments possibles.
Competència
matemàtica
Competència
Tractament de la
informació i
competència digital
3 Estudiar casos possibles amb
combinatòria a través de diagrames.
4
Aplicar correctament el càlcul de la
probabilitat de B després d'A dependent
de la seva dependència o no.
D. Estudiar seqüències de
nombres aleatoris i detectar
possibles patrons de repetició.
Competència
matemàtica
5 Discernir seqüències aleatòries de lesque no ho són.
6 Ajudar-se de fulls de càlcul isimulacions amb ordinador. 
E. Simular situacions d'atzar
amb taules de nombres
aleatoris. 
Competència
d'aprendre a aprendre
7
Saber fer servir taules de nombres
aleatoris per simular probabilitats
d'experiments que hem calculat abans.
F. Tenir creativitat per fer servir
l'atzar fora de les
matemàtiques.
Competència artística i
cultural
8 Aplicar les lleis de l'atzar a altresdisciplines científiques o artístiques.
9 Dissenyar enginys generadors d'atzar. 
CONTINGUTS D'APRENENTATGE
1. Operacions entre esdeveniments: Intersecció i Unió
2. Experiments aleatoris i esdeveniments compostos.
3. Estudi de casos possibles a través de diagrames d'arbre.
4. Condicionament de la probabilitat.
5. Càlcul d'esdeveniments condicionats depenents i independents.
6. Ús de les taules de nombres aleatoris com a generadors d'atzar per simulacions.
7. Fer simulacions d'experiències d'atzar després de calcular-ne la probabilitat. 
SEQÜÈNCIA DIDÀCTICA
Pel context de treball amb connexions, poden existir sessions compartides amb altres blocs matemàtics o altres
assignatures. Pel present estudi suposarem l'ús de les sessions de la UD estricta. Totes les activitats estàn en
format dossier i s'entregaran als alumnes a l'inici de la UD, s'hauran de fer responsables de portar-les cada dia i
anar anotant i fent el treball que proposen. Podran adjuntar altres fulls i apunts que puntualment el professor els
faciliti, ja que no tenim llibre de text. Es realitzaran en format taller d'investigació en grups heterogenis de 4 a 6
estudiants mirant de compensar nivells intel·lectuals, necessitats de traducció o incompatibilitats personals.
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ACTIVITATS
1. Si avui plou, demà és dissabte (Activitat INICIAL - duració: 1 sessió 1h )                              [15]
OBJECTIU Saber probabilitats d'esdeveniments quotidians condicionats entre ells.
CONTINGUT Càlcul de la probabilitat d'un esdeveniment lligat a un altre.
2. Independència i compatibilitat (Activitat DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)      [15]
OBJECTIU Saber probabilitats d'esdeveniments quotidians condicionats o no entre ells.
CONTINGUT Càlcul de la probabilitat d'esdeveniments lligats i no lligats. 
3. Cal estudiar-ho tot per aprovar? (Activitat DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)
OBJECTIU Contestar a les preguntes sobre una qüestió d'atzar i combinatòria.
CONTINGUT Combinatòria de casos possibles i càlcul de probabilitat condicionada.
4. Torna les coses al seu lloc, o no (Activitat DESENVOLUPAMENT – duració: 1sessió 1h)    [15]
OBJECTIU Càlcul de probabilitats en experiències d'extracció de boles d'una urna.
CONTINGUT Càlcul de probabilitat condicionada o no dependen de si reposem les boles.
5. Simulacions d'atzar  (Activitat DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                       [15]
OBJECTIU Simular situacions de jocs d'atzar amb ajut d'una taula de nombres aleatoris.
CONTINGUT Ús de generadors aleatoris com les taules de nombres per a simulacions.
6. Mozart i l'atzar (Act.DESENVOLUPAMENT – duració: 1 sessió 1h)                                        [11]
OBJECTIU Estudiar seqüències de números per decidir una com a generador d'atzar.
Estudi probabilístics del Musikalisches Würfelspiel de Mozart.
CONTINGUT Valoració de distribucions aleatòries i combinatòria.
7. Enginys d'atzar (Probablitat per un tub i Màquina de Galton)(Act.AMPLIACIÓ – EXTRA) [16]
OBJECTIU Disseny i construcció d'enginys generadors d'experiències d'atzar.
CONTINGUT Diagrames d'arbre per al càlcul de probabilitats.
AVALUACIÓ
De l'alumne 
 Tinc  en compte  els  criteris  d'avaluació  indicats  a  l'inici  de la  Unitat  Didàctica,
relacionats amb els objectius. En acabar la UD, l'alumne hauria de saber fer tota
aquella relació d'accions.
15%
 Observació  de  treball  a  l'aula.  Generar  una  graella  amb  els  noms  de  cada
estudiant, anotant diferents ítems: 
1. Participació als debats i reflexions de l'aula.
2. Participació al treball en grup
3. Eficiència dels grups a l'hora de ressoldre les situacions.
15%
 Realització del dossier de treball a classe, correció i comentaris.
 Realització d'una graella que recull pregunta per pregunta l'èxit o el fracàs de les
respostes dels estudiants (procediments i resposta correcta). 30%
 La darrera sessió serà una prova valorant la probabilitat d'esdeveniments i càlculs
a partir d'àrees de figures planes. 40%
De la UD  En  funció  del  rendiment   dels  estudiants  i  el  nivell  d'assoliment  dels  objectius  inicials,
valorarem la validessa de la UD dissenyada
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Probabilitat i Atzar  - 4t ESO
Si avui plou, demà és dissabte
Els pesimistes consideren que sempre plou durant el cap de setmana. Els optimistes esperen que pot
passar qualsevol cosa, i en particular, que faci molt de sol. Els realistes no parlen i duen paraigües.
Informacions Privilegiades: 
La informació sobre un esdeveniment A pot influir  en avaluar la possibilitat d'ocurrència d'un altre
esdeveniment B. És la probabilitat P(B|A) que havent passat A aleshores passi B i té molt a veure
amb la relació entre P(A i B) (que passin les dues coses a la vegada) i la probabilitat P(A). 
Completeu aquesta taula (i recordeu, 365 dies l'any repartits en 12 mesos):
Esdeveniment A Esdeveniment B P(A) P(B) P(A i B) P(B|A)
'Va passar el dia 31' 'Va ser pel gener'
'Sortir parell el dau' 'Sortir un 6'
'Sortir un nombre de 3 xifres
cap-i-cua' 'Sortir més gran de 300'
'Surt un dia de març que no
sigui festa' 'Serà un diumenge'
'En tirar un dau sortirà un
nombre' 'Sortir el 4'
Com es relaciona P(B|A) amb els números P(A) i P(A i B)? P(B|A) = P(A i B)  ÷  P(A)  
Independència i incompatibilitat
La independència d'esdeveniments és més desitjable que la dependència. Avalueu aquestes probabilitats:
Esdeveniment A Esdeveniment B P(A) P(B) P(A i B) P(B|A)
' Parell en un dau' 'Surt el 5'
' Va ser un dia de maig' 'Va ser el dia 24'
'Va sortir un nombre en tirar
un dau' 'Surt el 6'
En  el  primer  cas  P(A i  B)  =  0,  es  diu  que  A i  B  són  incompatibles.  En  els  altres  casos  hi  ha
independència i es té:            P(A i B) = P(A)  ·  P(B) 
En situació d'independència, què li passa a P(B|A)? P(B|A)  = P(A i B)  ÷  P(A)              
P(B|A) = (P(A )  ·  P(B))  ÷  P(A) =  P(B)  
Recordeu:
La probabilitat condicional que havent passat A passi B es calcula per P(B|A) = P(A i B) ÷ P(A)
La independència és P(A i B) = P(A) · P(B) o sigui P(B|A) = P(B)
La incompatibilitat és P(A i B) = 0
- Estudieu els tipus de relacions entre els següents esdeveniments en la tirada d'un dau:
A. Sortir Parell B. Sortir 6 o 3 C. Sortir 7 D. Sortir múltiple de 3
- Mireu el llistat de situacions i ordeneu-les de menys a més probables:
1. Tirar un dau i sortir 3
2. Tocar-te el 1r premi de la loteria amb el número 97814
3. Encertar 13 resultats en una travessa de 15 partits
4. Agafar 4 cartes i fer pòquer
5. Comprar un cotxe de 10 m de llargada i aparcar-lo a la Plaça Catalunya
6. Sortir un 6 en un dau sabent que ha de sortir parell.
7. Guanyar a la loteria amb el 46.910.374 sabent que les 7 darreres xifres del premi eren
6.910.374
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- Practiqueu els següents càlculs d'independència
1. Probabilitat que, havent sortit una carta de cors, es tracti d'una figura (J,Q,K,A)
2. Probabilitat que havent sortit una figura es tracti d'una carta de diamants 
3. Probabilitat que havent sortit una carta es tracti del 5 de cors 
4. Probabilitat que havent sortit una carta de cors es tracti del 13 
5. Anomeneu dos esdeveniments incompatibles en un joc de cartes 
Cal estudiar-ho tot per aprovar?
Imagineu que estem a final de curs i teniu un examen final, en el que heu de contestar a 2 temes
elegits a l’atzar d’entre els 12 temes que formen el temari. Però només us n'he estudiat 4 dels 12 que
entren. Trobeu la probabilitat de que:
1. Els 2 temes que et surten els sàpigues contestar correctament.
2. Que només t’hagis estudiat un dels dos temes que et demanen.
3. Que no et sàpigues cap dels dos temes que et surten.
Plantejament: 12 temes; 4 temes que et saps, 8
temes que NO et saps.
  
1. P (OK-OK) = 4/12 x 3/11 = 12/132 = 9%
2. P (OK-KO) o (KO-OK)= 
    (4/12 x 8/11)+ (8/12 x 4/11) = 64/132 = 49%
3. P (KO-KO) = 8/12 x 7/11 = 56/132 = 42%
Torna les coses al seu lloc, o no?
Aquest  és un problema típic  per  comprovar com
varien  les  probabilitats  quan  fem  extraccions
al·leatòries  i  realitzem  o  no  la  reposició  dels  elements  extrets.
Aconseguiu una bossa amb 3 boles blanques i 2 boles negres; de totes
elles en treurem 2. 
1. Calculeu la distribució probabilística de resultats pels casos de
reposició i no reposició. 
2. Després feu l'experiment i constateu-ho realitzant 50 repeticions
per grup i calculant en base a totes les Freqüències obtingudes.
La reposició provoca un augment de la probabilitat de treure boles d'1 únic color quan treiem 2.
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Simulacions d'atzar
La taula següent té molts nombres. Són nombres que ja han estat escollits a l'atzar, és una taula de
nombres aleatoris. Serviran per simular moltes experiències; és a dir, arribar a conclusions mirant la
taula en lloc de tirar monedes o d'altres feines més pesades.
1. En tirar una moneda surt cara o creu. Quina és la
probabilitat de cara? i de creu? Tireu una moneda
50  vegades  i  anoteu quantes vegades  surt  cara  i
quantes  vegades  surt  creu.  A  quin  nombre
s'aproxima el quocient de 'cares' dividit per 50? I el
de 'creus' sortides dividit per 50?
2. En lloc de tirar monedes compteu, seguint les files
de la taula, nombres parells i nombres senars que
surten  en  els  primers  50  nombres  de  la  taula  de
nombres  aleatoris.  En  què  s'assembla  aquest
compte  a  l'experiència  de  la  moneda?  Feu  els
quocients de parells entre 50 i de senars entre 50. A
què s'acosten aquests quocients?
3. Quin  compte  en  la  taula  de  nombres  podria  ser
equivalent a l'experiència de tirar un dau diverses
vegades i mirar si surt parell o senar? 
4. Com podríeu fer servir la taula de nombres aleatoris
per simular l'experiència d'agafar un joc de cartes
de pòquer i veure si surt trèvol?
5. Dividiu 315/17 amb la calculadora. Els decimals que
surten poden ser considerats nombres a l'atzar?
Mozart i l'atzar 
La Missa de la Coronació de W.A. Mozart consta de 6 parts: Kyrie, Gloria, Credo, Sanctus, Benedictus
i Agnus Dei. Tinc totes 6 al meu reproductor de música numerades de l'1 al 6. El meu reproductor
permet aplicar la funció de reproducció aleatòria de pistes de dues formes diferents:
1. Reproducció  aleatòria  automàtica.  Després  de 200 reproduccions,  he  obtingut  la  següent
seqüència de nombres, li direm '1' : 
5324165324165324165324165 3241653241653241653241653
2416532416532416532416532 4165324165324165324165324
1653241653241653241653241 6532416532416532416532416
5324165324165324165324165 3241653241653241653241653
2. Reproducció aleatòria en agitar el reproductor de música.Seqüència '2' de 200 reproduccions:
5256423641234646543231365 6354512462421532156361364
1312461312656152623125634 3412626121362642563616145
1432126253536423623656432 4512314643163214625245361
3212525256162315312561414 3463656143523631452145615
A més, he trobat un generador de seqüències de nombres aleatoris (http://www.random.org/integers/)
i n'he generat una seqüència de 200  nombres enters de l'1 al 6, li direm seqüència '3' : 
1155435653335136544415633 5424434515154126241243363
6253543414414326624413633 3113562436623464454116123
1122433351565624443533631 2342324264523121324413541
1246125252516531354523535 3114311422544441445215646
• Estudieu les 3 seqüències numèriques i valoreu el grau d'aleatorietat que tenen. Quina
de les 3 escolliríeu per fer-la servir com a generador d'aleatorietat?
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Consell: Podeu ajudar-vos amb un full de càlcul. Fiqueu tots els nombres en una columna i ordeneu-
los per tal d'obtenir tots els 1, 2, 3... de seguit, així podeu veure quina distribució de probabilitats per a
cada pista de so té cada seqüència. 
Seq. 1-Kyrie 2-Gloria 3-Credo 4-Sanctus 5-Benedictus 6-Agnus Dei
Freq Fr.Rel Freq Fr.Rel Freq Fr.Rel Freq Fr.Rel Freq Fr.Rel Freq Fr.Rel
1 32 0,16 34 0,17 34 0,17 34 0,17 34 0,17 32 0,16
2 34 0,17 36 0,18 34 0,17 28 0,14 29 0,145 39 0,195
3 34 0,17 28 0,14 40 0,2 44 0,22 32 0,16 22 0,11
Observeu que la probabilitat que soni una pista d'entre 6 és la mateixa per totes 6, com les cares d'1
dau, la probabilitat teòrica és, per tant, 1/6=0,1666... Com podeu veure, totes 3 seqüències s'ajusten
bastant a aquesta distribució, tret de la seqüència 3, que té una miqueta de fluctuacions.
• Penseu que les fluctuacions que fa la Seqüència 3 la fan més o menys aleatòria? La fan
més o menys propera a una experiència real?
Ara podríeu decidir-vos per una? Abans, torneu a fer una ullada a totes 3 sèries i fixeu-vos en l'ordre
dels nombres, en la repetició i en possibles patrons que poguèssiu trobar...
-Seqüència1: Els primers 6 nombres s'han repartit aleatòriament, després es repeteixen sistemàticament. 
-Seqüència2: Aquí no podem trobar un patró de repetició però...Mai no es repeteixen dos nombres seguits!
-Seqüència 3: Aquesta sèrie no presenta cap patró aparent i les repeticions són les esperables. 
• Per  què  penseu  que  les  seqüències  generades  pel  reproductor  de  música  no  tenen
repeticions de nombres seguits? Per quina sèrie us decantareu per ser generador aleatori?
Efectivament, el reproductor no vol enganxar la mateixa part de la missa dos cops seguits. La 
seqüència3 és la més semblant a un generador aleatori proper a una experiència real. 
Al 1787, en Mozart va composar  Musikalisches Würfelspiel, un 'Joc de daus musical per a escriure
valsos amb ajut de dos daus sense ser músic ni saber res de composició'. Amb molt d'enginy va
composar, no un vals, sino un generador de valsos. El vals es una composició musical breu que
consta de dos parts: un minuet de 16 compasos i un trio, amb 16 més. Ell va composar 176 compasos
diferents en 16 grups d'11 compasos que complien certes regles estrictes de l'harmonia i suavitzaven
els pasos d'un compàs a l'altre. Va nombrar els compasos i va colocar-ne els grups en unes taules:
coronant les files uns nombres romans indiquen la posició
del compàs; la primera columna indica un nombre del 2 al
12, que és l'espai mostral de l'experiència 'tirar 2 daus i
sumar els resultats'. Tirant dos daus, el joc permet generar
els  compasos  del  minuet.  Pel  trio,  existeix  una  segona
taula amb només 96 dels 176 compasos. Aquesta taula té
nombres de l'1 al 6, només cal tirar un dau per generar els
compasos del  trio.  En acabat,  només cal  recomposar  la
partitura segons l'atzar. 
• Penseu que tots els compasos tenen la mateixa
probabilitat de sortir a la composició?
• Quants minuets possibles diferents es poden
composar  amb  aquest  joc?  I  quants  trios?  I
quants valsos diferents?
• Si  cada  vals  s'interpreta  en  uns  30  segons,
compraríeu  una  entrada  pel  'CONCERT
CONTINU  SENSE  DESCANS  DE  TOTS  ELS
VALSOS  DEL  JOC  DE  DAUS  DE  MOZART'?
(nota:  s'estima  que  el  Big  Bang  va  succeir
aproximadament fa 15 mil milions d'anys)
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Probabilitats per un tub
DESCRIPCIÓ DEL MATERIAL: 
Canonades  de  PVC,  colzes  i  bifurcacions,  boles  de  fusta  petites,
borses  de  plàstic  i  cinta  adhesiva.  Amb  aquests  materials  poden
construir-se xarxes diverses. A la imatge apareix un model possible.
PROPOSTA ACTIVITAT: 
Veureu una petita xarxa de canonades en forma d’arbre invertit per la
que  farem  lliscar  un  nombre  considerable  de  boletes.  Quin
percentatge de boletes hem d’esperar que arribi a cadascuna de
les sortides finals? Si  assignem lletres  a  cada sortida  (A,  B,  C)
haurem de calcular la probabilitat que una bola arribi a A, a B o a C. 
La complexitat d’aquests càlculs dependrà de la xarxa concreta de
canonades  amb  què  treballem.  Un  cop  haguem  determinat  les
respectives probabilitats i, en conseqüència, tinguem una resposta a
la  pregunta  inicial,  farem  l’experiment:  col·locarem  una  borsa  de
plàstic a cada extrem de la canonada i la fixarem amb cinta adhesiva.
Després, procurant mantenir la xarxa el més vertical possible, anirem
tirant  boles  des  de  l’entrada  superior  i  observarem  com  es  van
repartint per les diverses borses. Després de tirar un bon nombre de
boles  farem  recompte  de  les  que  han  caigut  a  cada  borsa  i
calcularem els  percentatges  corresponents.  Finalment  compararem
aquests resultats experimentals amb la nostra conjectura inicial.
Es poden construir xarxes de canonades més complexes que la de la
imatge, fins i tot poden haver-hi connexions entre branques.
De fet, l'estructura que hem construït és un diagrama d'arbre. Si les
bifurcacions  fossin  perfectes,  consideraríem que  és  equiprobable
que  les  boles  caiguessin  a  dreta  o  esquerra.  Hem  de  tenir
consideracions especials:
– Que les parets interiors del tub siguin llises
– Que les boles siguin prou petites com per no encallar-se i
prou grans perquè no llisquin a sobre les parets interiors del
tub.
Sigui com sigui, a través de tirar moltes boles i ser rigurosos amb el
recompte, podrem comparar la Freqüència real i la Teòrica i podrem
valorar la 'perfecció' del nostre enginy. 
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La màquina de Galton
DESCRIPCIÓ DEL MATERIAL: 
Una màquina de Galton consisteix  en un pla
inclinat  per  on  llisquen  boles  on  hi  ha  un
enreixat  de  claus  que  obliguen  a  que,  en
passos  successius,  cada  bola  hagi  de  triar
entre dos camins possibles (dreta o esquerra),
per això diem que 'les boles es distribueixen
segons una distribució binomial'. 
Situarem  els  claus  alternats  de  manera  que
cadascun  sigui  al  punt  mig  de  2  de  la  fila
precedent:
• Probabilitat Esdeveniment 
'Caure a la dreta' = 0,5 = p
• Probabilitat Esdeveniment 
'Caure a l'esquerra' = 0,5 = q = 1 – p  
• Distribució binomial amb p = q = 0.5
Caldrà disposar d’un nombre molt considerable de
boles  (millor  d’acer),  entorn  de  les  500  si  la
màquina és prou gran.
1. Què passarà si es deixa caure una bola? Feu
la prova i seguiu les 'desicions' de la bola. Repetiu
l'experiència  amb  diferents  boletes  i  formuleu
conjectures sobre la probabilitat que vagi a parar
més a la dreta o més a l’esquerra.
Deixeu  caure  les  boletes  més  massivament  i
contempleu el perfil que es dibuixa a la base de la
màquina.  Es  tracta  de  la  distribució  binomial,  us
esperàveu aquest 'repartiment'? 
2.  L'estudi de les distribucions binomials i normals
es  fa  a  nivells  superiors,  però  vosaltres  teniu  a
l'abast  demostrar  perquè  es  produeix  aquesta
distribució.  Demostreu  amb  càlcul  de
probabilitats  perquè  les  probabilitats  es
concentren més en uns punts que d'altres.
3.  Què  penseu  que  passaria  si  els  claus  no
fossin als punts mitjos i varièssim 'p' i 'q'?
Si feu l'experiència d'inclinar una mica la màquina
cap a una banda, desplaçareu la probabilitat cap a
la dreta o l'esquerra (depèn de cap a on la inclineu)
i podreu veure la resposta a la pregunta. 
4. A l'aplicació que podeu veure a l'inici del full
podeu  simular  la  màquina  de  Galton.  Allà
veureu el recompte de boles i podreu comparar
la probabilitat teòrica i la freqüència pràctica.
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Applet simulació de la màquina de Galton:
http://www.xtec.cat/~ebraso/visual/
estadistica_atzar/galton/Galton.html
Propostes d'Investigació
L'actual currículum de Secundària preveu al nivell de 4t curs una innovació: La possibilitat de realitzar
una investigació en comptes del Crèdit de Síntesi. No es tracta d'una investigació tan autònoma com
les realitzades al Batxillerat. Normalment, el professor proposa una llista de temes i els alumnes,
realitzen per grups les seves investigacions amb l'ajut del professor si cal. En acabar la investigació,
tots els grups fan una exposició pública davant els seus companys. 
És evident que, en aquesta qüestió, l'atzar i la probabilitat tenen moltíssimes qüestions interessants a
oferir, en faré unes breus pinzellades d'alguns temes que considero recerques assequibles que poden
cridar l'atenció dels alumnes.
1. Música i probabilitat. Partint de l'experiència del Joc de Daus de Mozart, realitzar un estudi
de la probabilitat  a les composicions musicals,  amb una història  relativament recent  però
farcida de moltes experiències interessant com les de John Cage. [11]
http://www.sectormatematica.cl/musica/Tesis%20musica%20y%20matematicas%20Mozart.pdf
2. Atzar i informàtica. Reflexionar sobre la dificultat de generar aleatorietat. Si és difícil per les
persones, com és possible que un ordinador pugui generar seqüències atzaroses? Estudi de
la funció 'Random' als sistemes informàtics.
http://www.random.org/integers/
3. Simulació del caos. Els fenòmens i accidents naturals estan lligats a les lleis de la Natura,
per  tant,  tenen resultats  deterministes? Què és el  que anomenem atzar? Podem simular
comportaments naturals o fenòmens com un incendi? Existeixen aplicacions informàtiques
que poden ajudar-nos. [14]
http://www.shodor.org/interactivate/activities/Fire/
4. El joc de vida de Conway. Un joc de simulació inventat pel matemàtic John H. Conway que
intenta modelitzar processos evolutius de determinades agrupacions d'organismes. És un joc
que entra en el  terreny del  que es coneix com Vida Artificial  o Autòmats Cel·lulars i  que
entronquen camps tan diferents com les matemàtiques, la informàtica, el joc i la biologia. [17]
http://www.xtec.es/~jjareno/activitats/vida/activ.htm
5. Encriptament de dades. Des de fa segles hi ha una batalla entre la gent que inventa formes
d'elaborar missatges secrets i  els que busquen formes de desxifrar-los. Repassem alguns
capítols d'aquesta història i endinsem-nos en el món de la Criptologia Clàssica, des de les
Guerres Mèdiques (segle V a.n.e) fins a la Segona Guerra Mundial.[17]
http://www.xtec.es/~jjareno/activitats/vida/activ.htm
6. Geometria  estocàstica: Aquesta  és  una  de  més  difícil,  pels  estudiants  més  avançats,.
Probabilitats  geomètriques,  geometria  integral  i  geometria  estocàstica:  aplicacions.  Estudi
dels treballs del matemàtic Lluís Santaló. Podria ser una bona idea començar més aviat per
activitats del tipus: Monedes i Agulles de Buffon. [16]
http://www.xtec.cat/~aaubanel/Fitxes/F100.pdf
Desplegament de la UD Probabilitat i Atzar a la ESO         40
Conclusions
L'estudi  realitzat  ha intentat  dissenyar  la  Unitat  Didàctica de Probabilitat  i  Atzar  amb el  criteri  de
treballar les connexions entre blocs de les matemàtiques i entre assignatures. A més proposo una
petita  intensificació  al  camp  de  la  simulació  de  l'atzar  i  un  recobriment  del  currículum  de
Matemàtiques amb activitats i investigacions en grup. 
Concluiria amb les expectatives que considero que caldria tenir  en aplicar currículums enriquits a
través de les connexions que proposo:
1. Atenció a la diversitat a l'aula
Les  activitats  experimentals  suposen  una  'sacsejada'  al  ritme  de  l'aula  i  demanen  eines
interdisciplinars: capacitat d'anàli, reflexió i estratègies de resolució. En el cas especial de la
probabilitat, desde fora pot semblar molt poc matemàtic, en el sentit que gairebé podríem fer-
la  sense  números.  Sabem que per  la  gran  majoria  de  les  persones,  matemàtiques,  són
números. Als nostres alumnes senten el mateix, de manera que les investigacions i activitats
de  probabilitat  són  candidates  a  recuperar  i  re-enganxar  aquells  alumnes  perduts,
desmotivats o que creuen que són dolents en Matemàtiques. 
2. Foment de la motivació dels estudiants
La connexió amb altres matèries com la música, l'art, la ciència... suposen un enriquiment
dels  continguts.  Poden  aprendre  composicions  de  Mozart  mentres  fan  combinatòria  o
considerar les relacions entre dues rectes veient un quadre de Mondrian. Tot aquest rerefons
és molt enriquidor i arrela les matemàtiques amb l'experiència, això provoca aprenentatge
significatiu. Els típics alumnes que asseguren tenir només interés en altres matèries, però no
en matemàtiques, podrien recuperar aquesta motivació.
3. Treball de les Competències Bàsiques
L'aprenentatge de les Matemàtiques i com fer-les servir a problemes quotidians són part del
'pensament  de  disseny'  que  intentem fomentar  entre  els  nostres  alumnes.  D'una  banda
l'anàlisi i l'estratègia, d'altra banda l'acció. No ens limitem a la competència matemàtica, les
connexions  i  la  metodologia  d'investigacions en  grup  ens  permetran  treballar  la  resta  de
categories competencials.
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